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1 Indledning

Gyroskopet og tippetoppen er begge stive legemer i hurtig rotation, men de illustrerer to
forskellige sider af rotationsdynamikken. Gyroskopet viser, hvad et ydre drejningsmoment gor ved
impulsmomentet: aksen praecesserer i stedet for at veelte. Tippetoppen viser, hvad friktion kan ggre:
den dissiperer energi, men bevarer en bestemt kombination af impulsmomentets komposanter, og
netop det tvinger toppen til at vende sig pa hovedet og lsfte sit massemidtpunkt.
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Udgangspunktet er i begge tilfselde de to vektorligninger for et stift legeme,

M¥yo=>F, L=m,
hvor v er massemidtpunktets hastighed, L impulsmomentet og 7 det samlede kraftmoment, begge
regnet om massemidtpunktet eller om et fast punkt.
2 Gyroskopet: den tunge symmetriske top

2.1 Vektorbilledet

Betragt en symmetrisk top med fast stgttepunkt, masse M og massemidtpunktet i afstanden [ fra
stottepunktet langs symmetriaksen e5. Roterer toppen hurtigt med vinkelhastigheden w; om aksen,
er impulsmomentet med god tilnsermelse

L~ Ijwses.

Tyngdekraftens moment om stgttepunktet er 7 = le; x (—Mgz), som er vandret og vinkelret pa
€;. Da 7 L L, sendres kun retningen af L, ikke storrelsen:

- - Myl
e; = {2 x ey, {2 = =
I3 ws
Aksen lgber altsa rundt om lodret med preecessionsfrekvensen Q@ = Mgl/Ls, uathesengigt af

heeldningen. Jo hurtigere rotationen, jo langsommere praecessionen. Tilnaermelsen forudssetter,
at rotationen om aksen dominerer over praecessionen, og en eksakt behandling kreever Lagrange-
formalismen.

2.2 Lagrange-funktionen

Stillingen beskrives med Euler-vinklerne 6 (aksens heeldning fra lodret), ¢ (preecessionsvinklen) og
Y (egenrotationen). Med I; som inertimomentet om en tveerakse gennem stgttepunktet og I3 om
symmetriaksen er

L= %[1 (6?2 + ¢? sin’ 9) + %Ig (1/1—1— <z50089>2 — Mgl cos@.

2.3 Bevarede stgrrelser

Da ¢ og 1 ikke optraeder eksplicit, er de tilhgrende kanoniske impulser bevaret:
py =13 (lﬁ—%q'ﬁcos@) = Iywy = L,

Py :11¢§sin20+L3COSQELZ.
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L; er impulsmomentets komposant langs symmetriaksen og L, komposanten langs lodret.
Tyngdemomentet star vinkelret pa begge akser, og derfor er begge bevaret. Desuden er energien
bevaret:

. . L2
E=1I (02 +¢281H29> + ﬁ + Mgl cos®.
3

2.4 Stationaer praecession

Lagrange-ligningen for 6 lyder

Ilé = Il<;52 sin @ cos 6 — LSQ'S sinf + Mglsin 6.

Ved stationzer praecession er = § = 0. For sin 0 # 0 giver det en andengradsligning i b

I,cos6 ¢* — Ly ¢+ Mgl =0,

_ Lg+ /L2 —4I,Mglcosf
21, cos 6 )

¢,
For en hurtig top, L2 > 4I; Mgl cos §, udvikles kvadratroden, og man far to grene:

Mgl
NI3W3

I3 ws

b_ (langsom praecession), & S (hurtig praecession).

1, cosd

Den langsomme gren genfinder vektorresultatet. Det er den, man ser i praksis, fordi den hurtige
kraever seerlige begyndelsesbetingelser. Figur 1 viser begge grene.

Diskriminanten skal veere ikke-negativ, sa stationser praecession kraever

L% > 41, Mglcos®.

2.5 Den sovende top
For 6 = 0 star toppen lodret og “sover”. Man kan vise, at denne tilstand er stabil netop nar samme

betingelse er opfyldt for cos@ = 1:

41, Mgl
w2 > 1129.
3

Friktion i stgttepunktet og luftmodstand ssenker gradvis ws. Nar betingelsen brydes, begynder
toppen at vakle og til sidst at vaelte.
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oty
/’ = hurtig gren
—— langsom gren
S 0%y - Mgli(Isw3)
] \‘E\ -—-- Izws/(I1cos0)
1071 E :
] W3, min
5 10 15 20 25 30

w3 (vilkarlige enheder)

Figur 1. Stationeer praecessionsfrekvens som funktion af egenrotationen ved fast heeldning (6 = 30°). Under
W3 min findes ingen stationser praecession. De stiplede kurver er de asymptotiske udtryk.

2.6 Nutation

Ved at eliminere ¢ og ¥ med de bevarede storrelser L, og L4 bliver 0-beveegelsen endimensional:

L2 . L. — Lcos)’
B=E-25 100 i ve), Vi) = L300 | arreose.
215 21, sin” 0

Vg divergerer ved § = 0 og 0 = 7 (for L, # +L), og 0 svinger derfor mellem to vendepunkter,
0, <60 < 0,. Det er nutationen. Minimum af V_g svarer til stationser praecession. For en hurtig top
er nutationsfrekvensen tilnsermelsesvis

~ I3 wsg
Whut ~ T )
1

og amplituden aftager som 1/w?. Nutationen er derfor bade hurtig og lille, og den deempes hurtigt
af friktion. Tilbage star den glatte, langsomme praecession.

2.7 Anvendelser

Uden ydre moment er L konstant. Kt gyroskop i et kardanophaeng, hvor ophaenget ikke
overfgrer moment, holder derfor sin akse fast i rummet. Det er princippet bag gyrokompasset,
kunstige horisonter i fly og inertinavigation. Rumteleskoper orienteres med reaktionshjul og
kontrolmomentgyroskoper, der udnytter L = 7 i omvendt retning.
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3 Tippetoppen

3.1 Fanomenet

En tippetop bestar af et kuglesegment med et kort skaft. Massemidtpunktet ligger under kuglens
geometriske centrum, nar toppen star pa kuglen. Saettes den i hurtig rotation, begynder den efter
kort tid at heelde, haelder mere og mere, og ender med at snurre pa skaftet. Under vendingen
lpftes massemidtpunktet. Den potentielle energi, der kraeves hertil, tages fra rotationsenergien, og
processen drives af friktionen mellem kugle og bord. Et bergmt fotografi viser Wolfgang Pauli og
Niels Bohr bgjet over en tippetop, og faenomenet blev i begyndelsen af 1950’erne genstand for en
reekke teoretiske arbejder, blandt andet af Braams og Hugenholtz.

3.2 Geometri

Kuglen har radius R og centrum O. Massemidtpunktet C' ligger i afstanden aR fra O langs
symmetriaksen, med 0 < a < 1. Enhedsvektoren e; peger fra C' gennem O mod skaftet, og 6
er vinklen mellem €5 og lodret z. Dermed svarer § = 0 til toppen staende pa kuglen og 6 = 7 til
toppen staende pa skaftet (figur 2).

|oC| = aR
|OP| =R

Figur 2. Tippetoppens geometri. Kontaktpunktet P ligger altid lodret under kuglens centrum O, mens
massemidtpunktet C' ligger pa symmetriaksen.

Kontaktpunktet P ligger altid lodret under O, sa vektoren fra C til P er
a=CP=R(aé;—12),
og massemidtpunktets hgjde over bordet er

zeo =R (1 —acosh).

Ved fuld vending fra 6 = 0 til § = 7 lpftes massemidtpunktet altsa Az, = 2aR.
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3.3 Bevagelsesligninger

Bordets kraft pd toppen angriber i P og bestar af en normalkraft og en friktionskraft, F = Nz +F .
Newtons ligninger om massemidtpunktet giver

Mvo=F—Mgz, L=axF.

For et symmetrisk legeme er

L211w+(13—]—1)(«13é3, (.U3:UJ'é3,

hvor I; og I3 nu er inertimomenter om massemidtpunktet. Det materielle punkt, der i gjeblikket
bergrer bordet, har hastigheden

Vp =VgtwXa.

Da toppen hele tiden hviler pa bordet, er vp vandret. Den er glidningshastigheden. Ved Coulomb-
friktion er

[vpl

3.4 Energidissipation

Den samlede mekaniske energi er

E=1iMvi+iw-L+MgR(1—acosb).

Effekten af kontaktkraften er F - vp. Normalkraften er lodret og vp vandret, s& normalkraften
udfgrer intet arbejde, og

Energien aftager, sa leenge toppen glider, og er konstant, nar den ruller rent.

3.5 Jelletts konstant
Definér

Differentiation giver

J=L-a+L-a=(axF)-a+L-a



Gyroskopet oqg tippetoppen
Det forste led er et tredobbelt produkt med to ens vektorer og er derfor nul. Da z er konstant, er
a=aRe;=aRw X é;, sa

J=aRL - (wxes)=aR[[jw-(wxeé;)+ (I3—I;)wseé;s (wxes)]=0.

Begge tredobbelte produkter indeholder to ens vektorer. Dermed er

J = R (a Ly — L,) = konstant,
hvor Ly = L-e; og L, = L-z. Konstansen geelder eksakt og uanset friktionsloven, fordi kontaktkraften
altid angriber pa linjen gennem C' og P, og dens moment derfor er vinkelret pa a. Den blev fundet

af J. H. Jellett i 1872. Friktionen fjerner altsa energi, men ikke J, og det er den afggrende ingrediens
i hele analysen.

3.6 Slutspinnet

Lad toppen starte med rotationen w, om lodret ved # = 0 og ende med rotationen w; om lodret
ved 0§ = w. Omlgbsretningen regnes i laboratoriet, og toppen ruller rent i begge tilstande.

I starttilstanden er €3 =z og Ly = L, = I3wy:

I sluttilstanden er e5 = —2z, L, = Iyw; og Ly = —I5wy:
J/R=—I;w, (1+a).
Da J er bevaret, folger

l—«
= Wp.-
1+a 9

Wy

Rotationen fortsaetter i samme retning set fra bordet, men da L har skiftet fortegn, roterer toppen
den modsatte vej i forhold til sit eget legeme. Et sted undervejs, omkring 6 ~ /2, passerer wq
gennem nul.

3.7 Enmergitaersklen

Friktionen kan kun fjerne energi, sa sluttilstanden kan kun nas, hvis F;, < E;:
slswd + MgR(1—a) > 3l;wi+ MgR(1+a).

Indseet w; og brug

1_<l—a>2:(1+a)2—(1—a)2 4o

1+« -

1+ a)? 1+a)?
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Sa reduceres uligheden til

20 [ w3
—20 >2aMgR <+ Wwi>
1+a2= MY o=

Taleksempel. En typisk tippetop har R = 1,5 cm og a = 0,3. Saettes I3 ~ 0,4 M R? (massiv kugle),
bliver

g(l—i—a)2

> AR ~ 53 rad/s ~ 8 omdrejninger pr. sekund.

Wo
Det er let at overga med fingrene. Efter vendingen roterer toppen med w; ~ 0,54 w,.

3.8 Stabilitet: hvorfor toppen velter

Energiteersklen fortaller, at vendingen er mulig, men ikke, at den sker. Til det skal man undersgge,
hvilke tilstande der er stabile, nar friktionen treekker energi ud ved fast J.

Ved hurtig rotation dominerer rotationsenergien over den potentielle energi og translationsenergien.
Vi sgger derfor minimum af

E. = % L -I'L under bibetingelsen L-a=J

rot T

ved en given orientering 0. Lagrange-multiplikatormetoden giver I 'L = )\ a, altsi w = \a, og

J2
" %2a-la

Erot,min (9)

Resultatet har en peen fysisk tolkning: minimum antages, nar toppen roterer om linjen C'P. Sa er
w X a =0, og med v, = 0 glider kontaktpunktet ikke. Det er netop de tilstande, friktionen ikke
kan sendre.

Skriv a = R(weé; —1z) i legemets hovedakser. Komposanten langs €; er R(a — cosf), og den
vinkelrette komposant har stgrrelsen Rsinf. Dermed er

a-Ta=R?f(0), f(@)zllsin20—|—13(oz—cos€)2.

Lav energi svarer til stor f. Differentiation giver

f'(0) =2sind [(I1 — I3) cos 6 + aI3].

Faktoren sin 6 viser, at § = 0 og 6§ = 7 altid er stationzere punkter. Deres karakter bestemmes af
fortegnet af den kantede parentes:

o Oprejst (0 = 0): neer § = 0 er f/(0) ~ 20[I, — I3 + al;]. Er parentesen negativ, har
f et maksimum, og energien et minimum. Den oprejste tilstand er altsd stabil, netop nar
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e Vendt (0 = 7): naer § = 7 er sinf > 0 og parentesen lig I5 — I; + al5. Er den positiv, vokser
f helt op til & = 7w, som da er et energiminimum. Den vendte tilstand er altsd stabil, netop
nar I, /Is <1+ a.

Toppen vender sig derfor, nar den oprejste tilstand er ustabil og den vendte stabil:

I
l—a<—=<1+4oqa.
I3

For I,/I; > 1 + « er ingen af endetilstandene stabile. Parentesen har da et nulpunkt ved cos 6" =
als /(I3 — 1), og toppen ender i en skra, preecesserende tilstand. Figur 3 viser de tre tilfaelde.

a=0.3: inversion for 0.7 <I;/I3< 1.3

1.0 A — NL/13=0.6
~~ — 11/1320.9
© 0-91 Li;=1.1
E 0.8 — L/,=1.4
[

Q

8 0.7 A
o

0 0.6
&

" 0.5 -
>

3 |
1] 0.4

0.3 4 —

0 30 60 90 120 150 180
6 (grader)

Figur 3. Rotationsenergien ved fast J som funktion af haeldningen for o« = 0,3. Punkterne markerer lokale
minima. For I; /I; = 0,6 er den oprejste tilstand lokalt stabil. For 0,9 og 1,1 er den ustabil, og toppen vender.
For 1,4 ender den i en skra tilstand.

3.9 Det fysiske forlgb

Samlet ser forlgbet sddan ud. En lille forstyrrelse giver en haeldning, og kontaktpunktet flyttes
veek fra symmetriaksen. Det materielle punkt i P far da en vandret hastighed og glider mod
bordet. Friktionen dissiperer energi, mens J holdes fast, og systemet bevaeger sig derfor ned ad
energilandskabet i figur 3, veek fra den ustabile tilstand § = 0 mod minimummet ved 6 = 7. Her
ophgrer glidningen, og toppen ruller rent pa skaftet med den lavere rotation wj.

At ggre argumentet stringent for den fulde, ikke-linesere dynamik kreever, at E og J bruges som
Lyapunov-funktioner, kombineret med LaSalles invariansprincip. Det er gjort af blandt andre
Ebenfeld & Scheck (1995) og Bou-Rabee, Marsden & Romero (2004), som ogsa behandler tyngdens
bidrag og den endelige varighed af vendingen.
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4 Sammenfatning

Gyroskop Tippetop
Drivende faktor Tyngdens moment Glidende friktion
Bevaret E L, L, J=R(aL;—L,)
Ikke bevaret — E, L, L, enkeltvis
Nggleresultat Q= Mgl/(I3ws) w; =wy(l—a)/(1+ «)
Betingelse w3 > 41, Mgl/I? (sovende w2 > MgR(1+ «)?/I5 og
top) l—a<L/I;j<1+a«

Gyroskopet er et konservativt system: momentet drejer L uden at sendre energien. Tippetoppen
er et dissipativt system, hvor en enkelt bevaret stgrrelse, Jelletts konstant, afggr, hvor energitabet
fgrer hen. Det er en smuk illustration af, at friktion ikke kun bremser, men ogsa kan organisere en
bevagelse.
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